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Energetische Berechnungen an homoéopolaren Gittern unter
Verwendung von PBC-Vektoren

Von R. LacMaNN
Fritz-Haber-Institut, Berlin-Dahlem, Deutschland

(Bingegangen am 17. November 1959)

Methods are developed for the calculation of the surface energy of crystals with homopolar binding
and for the determination of the faces of the equilibrium form of the erystal. The procedure is based
on the concepts of Stranski regarding the equilibrium and growth forms. PBC vectors are used only

for mathematical expediency.

Einleitung

Unter Verwendung des Kossel-Schemas berechneten
Stranski und Mitarbeiter fiir einige homoopolare Gitter
die Abtrennungsenergien an verschiedenen Gitter-
plitzen und die fiir die Bestimmung der Gleich-
gewichtsform wichtigen Ausdriicke der mittleren freien
Abtrennungsenergien. Entsprechend wurden auch die
freien Oberflichen- und Randenergien ermittelt (vgl.
Honigmann (1958)). Bei homdopolaren Gittern braucht
man lediglich die Wechselwirkung zwischen néher-
gelegenen Bausteinen zu beriicksichtigen.

Hartman & Perdok (1955a, b) benutzen zur Berech-
nung der Anlagerungsenergien (attachment energy)
auf glatten Flachen die PBC-Vektoren (PBC = Periodic
bond chain). Im folgenden werden die PBC-Vektoren
als mathematisches Hilfsmittel verwendet. Jedem
PBC-Vektor wird die Energie zugeordnet, die zum
Trennen der Bausteine, die durch den PBC-Vektor
verbunden werden, erforderlich ist.

Die Verwendung der PBC-Vektoren als mathema-
tisches Hilfsmittel bedeutet nicht die gleichzeitige
Akzeptierung der physikalischen Auslegung von Hart-
man & Perdok. Dazu wurde auch kiirzlich von Honig-
mann (1958) kritisch Stellung genommen. Insbeson-
dere soll darauf hingewiesen werden, dass die Vor-
stellungen von Hartman & Perdok iiber die Wachs-
tumgsgeschwindigkeit eine Wachstumskinetik voraus-
setzen, die physikalisch nicht zu deuten ist. Das
Wachstum miisste ndmlich iiber Zustinde fiithren, die
thermodynamisch wesentlich instabiler sind als die
zweidimensionalen Keime, die die Wachstumstheorie
von Volmer, Stranski & Kossel fordert. Auch ist die
Anwendung der Methode bei Kristallen mit hetero-
polarer Bindung nicht moglich, denn sie wiirde bei
exakter Durchfilhrung zwangsldufig auf die bisher
benutzte Methode fithren. Hier kann man némlich die
Betrachtungen nicht auf nahergelegene Bausteine be-
schrianken, sondern muss alle Gitterbausteine beriick-
sichtigen. Dies bedeutet, dass man unendlich viele
PBC-Vektoren hat, iiber die man ebenso summieren
miisste wie bei der bisherigen Methode (vgl. Honig-
mann (1958)).

Es soll jedoch gezeigt werden, dass man mit Hilfe
der PBC-Vektoren auf einfache Weise die Oberflachen-
energien entsprechend den Vorstellungen von Stranski
berechnen kann, wenn man die Abtrennungsenergien
von erst-(¢p;), zweitnidchsten (@) und evtl. von wei-
teren Nachbarn beriicksichtigt. Ausserdem wird eine
Methode entwickelt, mit deren Hilfe man auf einfache
Weise alle zur Gleichgewichtsform gehorenden Flichen
erhélt. Da bei den Berechnungen dieselben physikali-
schen Voraussetzungen wie bei Stranski gemacht
werden, miissen sie natiirlich auch zu denselben Ergeb-
nissen fithren.

Die freien spezifischen Oberflichenenergien

Zur Berechnung der freien spezifischen Oberflichen-
energie muss man die Vektorendichten (p%;;) der be-
treffenden Flichen (hkl) kennen. Die Summe der
Vektorendichten multipliziert mit den den Vektoren
zugeordneten Abtrennungsenergien, stellt die doppelte
spezifische freie Oberflichenenergie dar.

Okhl = 3 2 Q‘;‘“(pi . (1)

Da jeder Vektor in jedem Baustein des Kristalls
einen Ausgangspunkt hat, ist die Zahl der Vektoren
je Volumeneinheit gleich der Zahl der Bausteine je
Volumeneinheit (B/V). Die Vektorendichte in einer
Flache, auf der der betrachtete Vektor senkrecht
steht, erhilt man aus der Zahl der Vektoren je Volu-
meneinheit, multipliziert mit der Lange des Vektors
.

oi=(BI V)%, . )

Die Dichte eines Vektors in einer beliebigen Fliche
(kK1) ist gleich der Dichte in der Normalenebene (pf),
multipliziert mit dem cos des Winkels, der von dem
Normalenvektor (zxi) und dem PBC-Vektor ()
gebildet wird (cos (hkl[1)).

Im folgenden sollen die Betrachtungen zunichst auf
kubische Bravaisgitter beschrinkt werden. Allgemein
ist
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das innere (skalare) Produkt der Vektoren 28; und
Wrrr. Im kubisch raumzentrierten Gitter ist z.B. die
Zahl der Bausteine je Volumeneinheit 2/d?; (d=Xante
des Elementarwiirfels). Beriicksichtigt man die erst-
bis viertnichsten Nachbarn, so sind die in Tabelle 1
(Spalte 1-3) aufgefithrten W; und ¢@; einzusetzen.
In der Halbkristallage ist im kubisch raumzentrierten
Gitter jeder Baustein von vier erst-, drei zweit-, sechs
dritt- und zwélf viertnidchsten Nachbarn umgeben;
daher gibt es vier @i-, drei @11-, sechs @r- und zwolf
@1v-Vektoren.

(3)
und daher
(4)

Ohrkl =

Hierbei ist

Tabelle 1. Berechnung von ¢ (011)

ﬂﬁ (%i’%ou)(p'—;
d (%i'%nu) . d

izl bz @ a2 @1 Qu Qm @gIv
Big ¥ ¥ 5 1 1 - = =
BWyp 1 I 0 —_ = - =
Bye % ; i Pr 1 1T - — =
Wig ¥ ¥ ¥ 0 - - — -
Bag 0o 0 1 1 — 1 - —
Bap 0 1 0 } PIL 1 -—_ 1 —_ -
Woe 1 0 0 0 —_ —_- = =
Bag 1 1 0 1 - — 1 —
Wap 1 1T o 1 - - 1 —
e 1 o 1 1 - - 1 -
Bag 1 o T (¥ - - 1 =
Wae 0 1 1 2 —_ — 2 —
b o 1 T 0 - = = —
Baa 3 ¥ ¥ 1 - = — 1
m & 3 o - — - -
Bye 3 ¥ 3 1 - - = 1
®a b+ o - — — —
Bye ¥ 3 ¥ 2 - = — 2
w4+ B} 1 - = =1
Bag yT (T 2 - - — 2
Ban ¥ H 3 1 - = — 1
w4 3 2 - = = 2
Wyxe ¥ ¥ 3 1 - — — 1
Byt ¥ ¥ 3 2 - — — 2
Tam ¥ 3 1 - — — 1
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Der g-Wert fiir die (011)-Fliche berechnet sich dann
folgendermassen: (s. Tabelle 1). Da [ou|=}/(2)d ist,
erhdlt man mit (4)

gonn = (1/d2) 1//(2) 21+ 2¢114 6@+ 14e1v) .
Dieser Wert stimmt iiberein mit dem von Stranski &
Suhrmann (1943/44) berechneten, und das Gleiche gilt
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fiir die entsprechenden o-Werte von (001), (112), (111),
(012), (013), (233), (123), (116) und (122).

Die Flichen der Gleichgewichtsform

Wie des Ofteren gezeigt worden ist (Stranski & Kai-
schew (1935a, b), Honigmann (1958), Lacmann (1959)),
gehoren zur Gleichgewichtsform alle die Flachen, die
iiber zweidimensionale Keime wachsen. Damit eine
Fliche iiber zweidimensionale Keime wichst, muss die
Randenergie in allen Richtungen grosser als null sein.
Die Randenergien werden durch die PBC-Vektoren,
die in der betreffenden Fliche liegen, samt den ihnen
zugeordneten freien Abtrennungsenergien bestimmt.
Wie leicht einzusehen ist, miissen mindestens zwei
nicht parallele PBC-Vektoren in der Fliche liegen,
damit die Randenergie in keiner Richtung null wird.

Will man die zur Gleichgewichtsform gehorenden
Flichen ermitteln, so muss man also alle die Ebenen
bestimmen, die durch Kombination von zwei PBC-
Vektoren gebildet werden. Dies heisst, dass die Fli-
chennormalen die Richtungen der &usseren (vekto-
riellen) Vektorprodukte je zweier PBC-Vektoren ha-
ben. So entsteht z.B. aus den PBC-Vektoren [100],
[010] die Gleichgewichtsformfliche (001).

Werden nach diesem Verfahren alle zur Gleichge-
wichtsform gehérenden Fldchen im kubisch raum-
zentrierten Gitter berechnet, so erhdlt man {011} als
einzige Gleichgewichtsformfliche, wenn man lediglich
die @1-Vektoren beriicksichtigt. Bei Beriicksichtigung
von weiter entfernt liegenden Nachbarn gehéren au-
sserdem {001} als gu-, {112} und {111} als @1~ und
{012}, {013} und {233} als giv-Fliche zur Gleichge-
wichtsform. Dies stimmt wiederum iiberein mit den
Ergebnissen von Stranski & Suhrmann. Ausserdem
ergibt sich noch, dass {125} und {114} bei Beriicksich-
tigung von viertnichsten Nachbarn zur Gleichge-
wichtsform gehéren.

Das Verfahren ldsst sich auch auf nicht kubische
Bravais-Gitter anwenden.

Zusammengesetzte Gitter

Bei zusammengesetzten Gittern, in denen gleich weit
entfernt liegende Bausteine nicht gradlinig miteinander
verbunden werden konnen, lassen sich die Berech-
nungen nicht in dieser einfachen Form durchfiihren.
Doch lassen sich die zusammengesetzten Gitter in ein-
fache iiberfiihren, indem man mehrere Bausteine
zusammenfasst.

Beim Diamant-Gitter kann man z.B. die Bausteine
in den Punktlagen 0,0,0 und %, 1,1 zu Doppel-
bausteinen zusammenfassen. Man erhidlt dann ein
kubisch flichenzentriertes Gitter. Der Abtrennungs-
energie von Doppelbausteinen sind jeweils vier Ab-
trennungsenergien von Einzelbausteinen zuzuordnen.
Zur Abtrennung des Doppelbausteines in 0, 0, 0 und
1,1, 1 vondem in}, £,0und ], 3, } sind 2¢11 und 2¢1n1
erforderlich. Diese Abtrennungsenergien sind dem
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PBC-Vektor mit den Komponenten I, 4, 0 zuzuord-
nen.

Berechnet man nun mit Hilfe der PBC-Vektoren
und den zugeordneten Abtrennungsenergien von Mehr-
fachbausteinen die Oberflichenenergien, so erhélt man
fiir an sich gleichwertige Flichen (z.B. alle {110} im
kubischen System) verschiedene g-Werte. Der kleinste
berechnete Wert ist der richtige, da ihm die energe-
tisch giinstigste Oberflachenstruktur zugrunde liegt.
Bei nicht kubischen Gittern muss man u.U. verschie-
dene Zusammenfassungen zu Doppelbausteinen vor-
nehmen; im nicht kubischen Gitter mit Diamant-
Anordnung (zwei ineinander gesetzte nicht kubische,
allseitig flichenzentrierte Gitter, die um %, , 1 gegen-
einander verschoben sind) wire dies z. B. der Baustein
in 0,0,0 mit dem in %, 4, 3%;
I3L
* Béstimmt man in der beschriebenen Art fiir die
zusammengesetzten Gitter alle Flachen, in denen min-
destens zwei PBC-Vektoren liegen, so erhélt man auch
solche Fliachen, die nicht der Gleichgewichtsform ange-
horen. Diese Flichen eliminiert man mit Hilfe der
Wulff’schen Konstruktion.

11L 111 oder

Nicht kubische Gitter

Um in nicht kubischen QGittern lediglich die zur
Gleichgewichtsform gehdrenden Flichen zu bestim-
men, kann man, wie bereits erwihnt, in der gleichen
Form verfahren wie bei den kubischen.

Zur Berechnung der wahren spezifischen Ober-
flichenenergie (oxx) berechnet man diese zunéchst fiir
das entsprechende kubische Gitter. Diesen oi-Wert
multipliziert man dann mit dem Gréssenverhiltnis der
Elementarfliche im kubischen und nicht kubischen
Gitter (Fi/Fax). .

F bzw. Fyy sei der Flicheninhalt des Dreiecks, das
im kubischen bzw. im nicht kubischen Gitter von den
Punkten ((1/R)a, 0, 0); (0, (1/k)b, 0) und (0, 0, (1/l)c)
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gebildet wird. Die wahre spezifische Oberflichen-
energie ist dann
Onk= Ok(Fx/Fni) .

Fir viele Fille ist es jedoch nicht erforderlich, die
wahren Oberflichenenergien zu berechnen, sondern es
geniigen die ox-Werte; man muss dann auch die iibri-
gen Betrachtungen auf das kubische System iiber-
tragen.

Zusammenfassung

Es wird eine Methode zur Berechnung der Ober-
flichenenergien von Kristallen mit homé&opolarer Bin-
dung und eine andere zur Bestimmung der Gleich-
gewichtsformflichen entwickelt, wobei die PBC-Vek-
toren lediglich als mathematisches Hilfsmittel verwen-
det werden. Den Verfahren liegen die Vorstellungen
von Stranski iiber die Gleichgewichts- und Wachs-
tumsformen zugrunde, und die erhaltenen Ergebnisse
decken sich mit den von Stranski und Mitarbeitern
erhaltenen.

Fiir die Durchsicht und kritische Diskussion der
Arbeit danke ich Herrn Prof. Dr. I. N. Stranski recht
herzlich.
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